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Ueber den Isochronmismug

Pendels und der Unruhe,

Von
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Ueber den Isochronismus

des

Pendels und der Unruhe.

Das erste Galilei’sche Pendelgesetz, der Isochronismus der kleinen Schwingungen,
erhielt durch Huyghens im Jahre 1657 eine mechanische Anwendung, die Regulirung
der Gewichtuhren. Dem grossen Physiker verdanken wir auch den Regulator der
Chronometer und der gewdhnlichen Taschenuhren, die Federspirale. Der Uhrmacher
Thuret hat im Jahre 1674 — nach Huyghens Angaben — die erste Spirale verfertigt.
Das Pendel und die Unruhe sind nur fir kleine Amplituden isochron; die Oscillations-
dauer wird kleiner, wenn die Schwingungsweite abnimmt, desshalb ist diese Regulirung
nur eine angeniherte. Huyghens erkannte bekanntlich in dem cycloidischen Pendel
den Isochronismus aller Schwingungen; wegen der praktischen Schwierigkeiten konnte
diese Figenschaft nicht verwerthet werden. Die Kiinstler fanden in der Federsuspension
des Pendels eine passende Vorrichtung, um den Zeitunterschied grosser und kleiner
Schwingungen auf ein Minimum zu bringen; bei der Federspirale iibt die Endeurve
gleichfalls einen Einfluss auf den Isochronismus aus. Ferdinand Berthoud hat in
seinem Werke ,Histoire de la mesure du temps“ zuerst iiber die Federsuspension
geschrichen; doch scheint er deren Bedeutung nicht gewiirdigt zu haben, denn in
seinem zweiten Werke ,Essai sur Ihorlogerie verwirft er den Gebrauch derselben,
Wilhelm Olément, Uhrmacher in London, hat die Federsuspension praktisch eingefiihrt,
er hob besonders den Einfluss der Federlinge hervor. Im Jahre 1845 stellten die
Herren Laugier und Winnerl — einem Wunsche Bessels entsprechend — einige Ver-
suche mit verschiedenen Federn und Pendeln an, Ihre Abhandlung findet man im
21. Bande der ,Comptes-Rendus de I’Académie des sciences“. Pierre Leroy hat die
Bedeutung der Lange und der Form der Spiralfeder zuerst angegeben. Der Verfasser
der vorliegenden Abhandlung beschéftigte sich vor einigen Jahren mit diesen Fragen




der angewandten Mechanik; er behandelt nun die Theorie der Federsuspension und
der flachen Spirale. Die ausgezeichneten Arbeiten der Herren Isely in Neuenburg
»Bulletin de la Société des sciences naturelles de Neuchitel, tome V¢ und Philipps
»Mémoire sur le spival réglant, Annales des mines, tome XIX, 1861%, sind dabei zu
Rathe gezogen worden.

Isochronismus des Pendels.

Wird eine prismatische Feder durch eine normale Kraft P gebogen, so dehnen
sich die obern Fasern aus, die untern ziehen sich -zusammen und die mittlern
werden weder verkiigzt noch ausgedehnt. Die unverinderten Fasern bilden die neutrale
Schicht; in einer prismatischen Feder mit rechteckigem Querschnitt ist die neutrale
Fliche eine Symmetricebene. Vermoge ihrer Elasticitit reagirt jede Faser mit einer
Kraft

£ ist der Elasticitatscoéfficient = 20 bis 30000, ¢ der Querschnitt, ¢ die urspriingliche
Lénge und ¢ die Ausdehnung oder die Contraction einer Faser. Die simmtlichen
Reactionen rufen ein Kréftepaar hervor mit dem Drehmomente

3
J ist das Trigheitsmoment des Querschnittes und hat den Werth [ili (b die Breite, d

die Dicke des Querschnittes), » ist der Krimmungsradius der elastischen Linie in
dem betrachteten Punkte.

Sind « und «, (Fig. 1) die Neigungswinkel zweier benachbarten Tangenten, so
hat man «,—o—d«; die Lange eines Curvenelementes ds zwischen den Beriihrungs-
punkten ist ds=rda, somit:

ds . dux
" do digo
da man niherungsweise den Bogen durch die Tangente und das Curvenelement durch
seine Projektion ersetzen kann,

L)
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Das Moment der elastischen Reactionen wird nun:
M= v%f—‘dtg. o und  dig.a—= %i—x

Das statische Moment der #ussern Kraft P ist M = P(h—a), h bezeichnet die
Endabscisse.

Die zwei Momente miissen den gleichen Werth haben, mithin wird :
P (h—z) dz P (h—x)d (h—az)
o ey L. gn
Nach der Integration ergibt sich, weil fir x — 0 auch t9.0=0,

__P(h—x)®* PR

dtg.o =

BT BIE T @)
Die elastische Linie hat desshalb die Gleichung:
= Pha® Pg?
Sapsits hal 2).
y /f"z” 2JE" 67K @
Am beweglichen Eude der Feder ist =%, die Endordinate p somit gleich
Ph?
3JE

Daraus berechnet man den Werth der dussern Kraft P, welche eine Ablenkung *

» hervorbringen soll, also
3EJp 7
P= = 3).
Setzt man in (1) statt » und y die Werthe % und p ein, so ergibt sich fir die
Tangente am Lindpunkte

3
tang. p = ;Jh 3
ihre Gleichung o — p— 7)1/} (z—h) liefert fir y=o0:
<N
2=—=01=—"1F,

d h.: Die Tangente am Endpunkte der elastischen Linie schneidet die Axe im Drittel
der Endabscisse,

Ist nun 0 der feste Anfangspunkt der Suspensionsfeder, 4 der bewegliche End-
bunkt, so konnen wir annehmen, das Pendel habe wihrend einer kleinen Schwingung
den Drehpunkt .

Die dusseren Krifte bestehen aus dem Gewichte G=mg und aus der bicgenden
Kraft p, beziehungsweise ihrer Reaction.

Nach (3) st




=5
P ?)'fla'Jp’ p=IBtg.¢ = 3htg. ¢,
daher -
: 4 FE
P<IB=--1%.9 (4).

Man berechnet die Endabscisse 7 — als Funktion der Lénge ! und des Winkels

¢ — vermittelst der Formel . sh
s — dJT‘ 1+ ((%?—‘7[ 5
dx

dy }l( - LZ) ( ,37,;2)
=55 /]%‘E =K\ hx— L

dx

Aus (2) hat man

Entwickelt man nach den binomischen Lehrsatze, so findet sich:

) 72\ 2 4 2N\ 4
ds:(h[]-: Ig {/u—f(v)> — Ig (71;1‘—‘3) = ]

Nach der Integration ist, wenn man die Linge der Feder mit [ bezeichnet
K*h%  K*h®

= s
e 360

Am freien Ende der Feder hat man:

daher
~ R2tang. P
—
also
= eaas Vel
- s 360 b3
und
= : ().

1 ety — 510 P
Setzen wir den Werth von % in (4) ein, so finden Wir':
, 4tg.p JE i -
o0k T { |2 b Stk
; 31 Lotz 9 b gplliiPye

Die Differentialgleichung der Drehung eines Systemes materieller Punkte um eine

Axe ist:

dz ¢ Drehmoment

a2~ Tragheitsmoment ’
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- e J E { el 28 }
77777 7inzgeszn.p -tg. P 1 "ﬁt!/' ¢—Z51‘g. P
at? m (e -+ z%) ’
¢ ist der Hebelarm des Schwerpunktes und z der Triigheitshalbmesser des Pendels.

gsim.¢—g Rig. (p<1*fi, tg. an———tq 4¢,>

i P )
dat? 75 5
e 4JE - L*PALZZ
3lmeg e

ist die Linge eines mathematischen Pendels von gleicher Schwingungsdauer.

Nach der Multiplikation mit zfd(;’— und Integration findet man

de g : ;
(d’t == {2003. ¢ + 2R log. cos. q1>7

wenn wir die vierten Potenzen der Tangente nicht beriicksichtigen.
: : i . do
Fiir ¢ =8, d. h. fiir die halbe Amplitude, ist die Geschwindigkeit - 7() somit:

7 1
dt = Vg - s —,
c0s. ¢
Vz(cos. ¢ — cos.8)+ 2]%10{/.009 3
ferner
B¢ B9
€08. ¢ — €08.8 = é? P 24'1! ;
§—2 dQJ-rw Bii-p4 i
€08. ¢ —-c08. —= GEutEioipgiDY
e00S D 5.6 (oos ¢ — cos. B
9. os. 8= i €08. ¢ —1-c03.8

= cos. p—+cos.B

Der Werth von d¢ ist genau genug, wenn man auch die dritten Potenzen der

Cosinusse vernachlissigt.
Das Differential hat nun den Werth:

T ade
dt — - osmie =
V V2(ros P—c08. B){ —+ 4—1—}

0s. ¢ |- cos. B




e e

dt:Vf d(P =
Yo (o E) e P10

Man hat die vierten Potenzen in der D1v1510n von 2 durch cos. ¢ —+ cos. B ver-

nachlssigt. S
=3 —— =0
e . ‘/(1,,,;{),, = e
oder =
4o
d= ’/ — E—
9( FR) V e e
o | Chat rygree R)( +qJ)
Setzen wir
e 1—2R
S g
entwickeln wir nach dem Binome, so wird
|z E ey Jae
dt:V -~ —  oder
a+R) VBa—g?®
dt = '/7 L,* {, !%j” o Rpjdq) HE B (Pz,dgo } und
9FR) \Vo—p = 2VE—g¢® @ 2VE—g°

V;+R) {(l aR ’32) Are sin. g - rfcp]/ﬁzi@2}

Nimmt man das Integral zw1schen den Grenzen 0 und 8 und multiplizirt mit 2,
so hat man fiir die Oscillationsdauer

L Sk b
T—m= V;(i R {14»— 7} (7).
Die Constanten haben dabei die Werthe
4JE - 1—2R
~ 3imey’ - =)

Um die Richtigkeit der Formel zu erwahren, nehmen wir an, die Teder werde
entfernt, dann ist:
4JE i
= —0, und R = 15
Die Schwingungsdauer hat in diesem Falle den Werth

B
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bekanntlich hat man fiir kleine Schwingungen

L 1
e Vbt i ),
KL g 76 SUn.

Die Formel (7) enthilt die Auflosung des Problems; ist der Ausdruck
3R B2

1+— —

)
so hat die Schwingungszeit eine von der Am

plitude unabhéingige Dauer; zu diesem
Zwecke muss R’ =0 oder 7—2R — 0, oder :

e
= ' Slemy
also
8JE
.‘7’?7))&(/ e ®)
sein.

Wire R’ negativ oder @R ’>1, so hitte man mehr als den Isochronismus erreicht;
die Oscillationsdauer grosserer Amplituden wire kleiner als diejenige der kleinen
Schwingungen. Die theoretischen Resultate stimmen vollkommen mit den Experimenten
der Herren Langier und Winnerl iiberein, Sie beobachteten die Schwingungszeit von
2000 Schwingungen mit zwei Federn 4 und B; die erste 4 hatte eine Breite von

==, eine Dicke von %= und eine Linge von 1"=; die zweite B hatte gleiche
Breite, gleiche Dicke, aber eine Linge von 3w,

Versuche der Herren Laugier und Winnerl.

Mit der ersten Feder A.

Schwingungsdauer fiir 2000 Oscillationen.

. : a = O —
Gewicht des Pendels. Wiyl itade

50
| 1977700 s 197437
201055 2009/ 84 200893
2020 31 2019/ 80 2019 34

2027/,04 { 202668 2026'/,38

Mit der zweiten Feder B.

Schwingungsdauer ﬁix: 2000 Oscillationen.

Gewicht des Pendels. A m p/] i de

10 ‘ 30 | 50
SR 202496 | 2024 89 2024799
6 Kil. 2030%,28 2030 33 2030',37
8 Kil. 2034481 | 2034792 | 2034498

2
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Mit der Feder 4 wurde nach Formel (8)
ST
el
3lemyg
zu gross, [ ist ein Faktor des Nenners und vergrossert somit den Bruch.

Beim ersten Pendel z. B. ist die Oscillationsdauer fiir 5° kleiner als fiir 3°; die
Differenz nimmt ab, wenn das Gewicht des Pendels zunimmt; in der That ist myg ein
Taktor des Nenners; beim vierten Pendel sind die Schwingungen fast isochron.

Mit der zweiten Feder B wurde

8J I =
Slemyg &L
beinahe 7; man hat auch den Isochronismus fiir alle Schwingungen.

Die Formel (8) kann benutzt werden, um eine Dimension der Feder zu berechnen,
wenn die iibrigen Elemente bekannt sind.

Man kann den niitzlichen Einfluss der Feder ohne Mihe in der Figur 1 nach-
weisen.

Zerlegt man die biegende Kraft P in zwei Seitenkrifte, von denen eine senkrecht
anf AT steht, so hat diese Componente den Werth
2EJty. ¢ :

T LOSHP oder T

Die normale Reaction der Feder nimmt zu proportional mit dem Sinus des Ab-
lenkungswinkels,

2J B sin. ¢

Peos. o—

Der Hebelarm 4 T dieser normalen Federkraft wachst zwischen £7% und

wird somit mit der Amplitude grosser. Dieser Zuwachs des Hebelarmes der normalen
Reaction bringt den Isochronismus hervor.

1L

Tsochronismus der Unruhe.

In den gewohnlichen Taschenuhren hat die flache Feder die Gestalt einer Spirale,
deren Ginge beinahe kreisrund sind. In den Chronometern bildet die Feder eine
cylindrische Schraubenlinie, deren Enden zwei symmetrische Curven sind, die sich
gegen den Mittelpunkt hin biegen. Herr Philipps hat in dem oben angezeigten Werke
,Mémoire sur le spiral réglant die Endcurven der Schraubenlinie bestimmt; man
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kann' nun — mit eifligen Aenderungen — das gleiche Verfahren anwenden, um die
Endcurve einer flachen Spirale zu finden.

Die Ordinatenaxe ¥ gehe durch den Mittelpunkt der Unruhe und darch den festen
Anfangspunkt A4 der Federspirale (Fig. 2); z und y seien die Coordinaten eines be-
liebigen Punktes B der Curve. Das Schwungrad und die Feder seien im Sinne des
Uhrzeigers gedreht worden; X sei das Moment eines Kriftepaares, welches man an-
bringen misste, um die Unruhe in der neuen Lage zu befestigen. Die Drehaxe des
Schwungrades erleidet einen Druck, den wir zerlegen kénnen, und die Zapfenlager
reagiren in den Richtungen X und Y.

Das Moment der innern Spannungen einer gekriimmten Feder ist, wie friiher
JE

=

angegeben wurde, M = Bezeichnen nun 7, und » die Krimmungsradien in B

5 J;'{J - }
% ].U

die Zunahme des elastischen Momentes, zufolze der Drehung. (Der Kriimmungs-
radius » in B’ ist kleiner als », in B).

Der Theil der Spirale zwischen dem Punkte B und dem Schwungrade kann als
eine starre Verbindung gedacht werden; es wirken dann in B die elastischen Span-
aungen des nicht fest gedachten Theiles.

Die dussern Krifte bestehen aus dem Kréftepaare K, aus dem Drucke ¥ mit
dem Hebelarm z und endlich aus dem Drucke X mit dem Hebelarm y. Fiir den
Beharrungszustand hat man in B die Gleichung:

i
0

r

vor und nach der Drehung, so ist

Diese Gleichung gilt fiir jeden Punkt der Curve; wir konnen daher mit dem
Curvenelement ds multipliziren und integriren, somit:

o — J]’]/‘ fh '/ Kds -+ ,l‘ Yzds— / Xyds (2).
% Mepa e /

JL/

ds: . = : - ds =
— ist der Winkel zweier benachbarten Normalen vor, — derselbe Winkel nach
= 7o

der Drehung, Da die Normale im festen Endpunkte 4 unverandert bleibt, so hat

" ds “ds
Jursagrs
den Werth des Drehwinkels «.
Das Integral der Gleichung (1) ergibt:
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JEao=KL+ YLz, —XLy,, ¥
wenn L die Liange der Curve, z, und y, die Coordinaten des Schwerpunktes bezeichnen.
Ist die Differenz Y La,— X Ly, null, so hat man
JE o
K=-——
i
d. h.: Das Kriftepaar der Federreaction wichst proportional mit dem Ablenkungswinkel.
Dieses Gesetz kann durch Versuche annéhernd bewiesen werden; in der gewishn-
lichen Ableitung der Schwingungsformel einer Spirale nimmt man dessen Giiltigkeit
ohne Weiteres an. Aus der jetzigen Betrachtung sehen wir, dass es nur dann richtig
ist, wenn die Differenz Y Lz, —X Ly, verschwindet,
Bezeichnet man mit 4 das Trigheitsmoment des Schwungrades, so findet die
Differentialgleichung statt:

die e JEax
mex @

S ; do : ¢ :
Multiplizirt man mit 277 und integrirt, so wird

@, ist die halbe Amplitude.

folglich

= f'/ﬂ v i e 3
TR V ( ) JE 3).
g

Die Oscillationen der Umuhc sind isochron, wie die Schwingungen des Pendels,
und zwar unabhingig von der Grosse der Amplitude. 1
Aus der Formel (3) ersieht man, dass die Schwingungsdauer einer Spirale pro-

portional mit der Quadratwurzel aus der Linge zunimmt. Diese Eigenschaft wird bei

der Regulirung des Ganges einer Uhr benutzt; eine drehbare Zange hemmt mehr |
oder weniger die Schwingung des letzten Laufes, d. h. verlingert oder verkiirzt die
Spirale.

Die vernachlissigten Glieder L (Yz, — Xy,) verschwinden, wenn die Coordinaten
des Schwerpunktes der Feder in allen Lagen null sind, d.h. wenn der Schwerpunkt |
der Spirale immer in die Axe des Schwungrades fillt. Sie verschwinden aber auch, f
wenn die Werthe ¥ und X beide vernachlissigt werden konnen. ln der Praxis sind ‘

|
l
|
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diese Kréfte immer sehr klein; man beobachtet an Taschenuhren — sogar nach
langer Zeit — keine Aushohlung der Zapfenlager; desshalb hat man in den gewohn-
lichen Anker- oder Cylinderuhren einen angeniherten Isochronismus.
Die Zapfenpressungen konnen aber durch eine passende Wahl der Endcurven
beseitigt werden.
Angenommen, die Axendricke X und Y seien beide null, so folgt aus (1):
i K a >
T i @
die Aenderung der Kriimmung ist dann iiberall eine gleichformige. Sind umgekehrt
(1) und (4) richtig, so fallen die Axenpressungen weg und man kann die Sch hwingungs-
dauer nach der Formel (3) berechnen.
Wir bestimmen nun eine Curve, welche der Gleichung
1 1 o

r %ot b

gentigt; dabei miissen die Bedingungen an den Endpunkten der Curve auch erfiillt
sein. Der dussere Anfangspunkt 4 ist fest, seine Tangente bleibt unverdndert; der
innere Endpunkt liegt in dem Mantel eines Ringes, der auf der Axe des Schwung-
rades befestigt ist. Seine Tangente dndert zwar ﬂne Lage, muss aber stets normal
stehen auf der Verbindung des Mittelpunktes mit dem verinderten Endpunkte. Misst
man auf der erwihnten Normale den conmstanten Halbmesser des Ringes ab, so muss
man fiir alle Werthe des Drehwinkels « den unverinderten Mittelpunkt des Ringes
erhalten.

Seien BS und OL (Fig. 2) zwei benachbarte Krimmungsradien und © der Winkel
des ersten Kriimmungshalbmessers mit der positiven ¥-Axe — umgekehrt wie die
Drehung des Uhrzeigers gemessen.

Die Seiten des rechtwinkligen Dreieckes LSN sind die Differentiale der Co-
ordinaten, also

SN=—dy=—drcos. O,
NL=—dz=—dr sin. .
Nach der Multiplikation von (4) mit ds ist das Integral:

] Els /ds = ods

oder
0_0,— ELE’
daraus
. as
® =0, T
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und aus (4) folgt:
7,
e e
L
©, und 7, bezeichnen die Werthe der Winkel und Radien vor der Drehung.
Die Differentiale der (‘oouhndten sind nun:

(IS
dy — — c0s. M )l*— =
O(?n

: 7,
(Zx::frsm,.((')oft— ) Z 0.
'7’0

und g die Coordinaten des Kriimmungsmittelpunktes von

Bezeichnen wir mit 2’
so hat man nach der Drehung, weil die Tangente

A, mit »" den Kriimmungsradius,

unverindert bleibt: :
Z—0 Yy —=d—7r —d—- o 2B 04
1- Z T
Sind " und g die Coordinaten des letzten Krimmungsmittelpunktes — hier 01

— so ergibt sich:

e i :
= § —sn ((“)[, - 7:\) d —
0 :

in dem Ringe

{

I, \
= cos (() = S) ad = To.
- ) L hin @ :
<A 0 LR 24
- L
Durch partielle Integration findet sich:

7 _ e
{sm(()g } L) d 7;70»“ = ,9;7;.((90_‘L,.z,

g

Die mit ” bezeichnete Klammer bedeutet, dass man ihren Werth in 01 nehmen
Die Klammer

muss und las> man von demselben den Werth in A4 abziehen soll.

ist demnach gleich
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5 : :

= UG
o’ n. (07 =)
L

ds
s

a0,

d sin. (@0 . }ﬁ) — cos. (wo e 13) < (1 T Z%(ZET) ae,,
*'( =t L )L()S’ (() ! "J (ZO

[ ) — d sin. ((“) ”61 / I“(Os(() AP )(Z()
140 &0 y,
52
1te : as
= cos. | O, I ds;
_(l

folglich wird

ool /sm. (@O - (}g\} d !—/ v @ o —
= op il b v
o {1 7 1 7 o
27
«®S
— / cos. (@0 = )(h
v 0

Setzt man den gefundenen Werth in 2 ein und behandelt man den Werth T
ganz ebenso, so kommt:

Man hat aber auch, weil

also

e 2 s
& =2 lgim, (@)L a 2 | cos. 0 ds,
0 £
iz T %
e
= 7" - - > as
Y =d— = (" +a)— sin. | Op—+ 7 ds.
Ve T 7’y Y 0
Der letzte Kriimmungsradius
| %
nen | e
ner | 1y
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muss gleich sein dem Halbmesser R des Ringes vermehrt um den Abstand & der
Punkte 0 und 0,, also
T gt
el e
Ihtf” s

Die Coordinaten des Punktes 0, sind daher:
b
2 : Ay 2 as
& =—sm. (@, +a)R, [cos. (@U—-— —f)ds,
V)

L
% / = a0
Y'=d—cos.(®",+a) R, — { sin. (@0——71—1;—)(13.
=0

r

Die Coordinaten «”” und y"" des Mittelpunktes berechnet man aus denjenigen von
0,, wenn man O, P, bezichungsweise O P subtrahirt. Da der Winkel ®” des letzten
Halbmessers tiberstumpf ist, so nehmen wir die positiven Vorzeichen, desshalb

= - Qsin. @7,
e E
wobei S =R, —R.

Das Centrum des Ringes und des Schwungrades ist bestimmt durch

L
& = — Rsin. (0" +a) -+ / c0s. ("“)o"‘r ) ds,

L A
0
L
¥y =d—Rcos. (0" 1\-a)— / sin, (@04 (2—8 ds;
J oo

es miissen zufolge der gestellten Bedingungen 2’ = 0 und 9 =0 sein.

Nimmt man den Winkel o so klein an, dass man seinen Sinus gleich dem Bogen
und seinen Cosinus gleich 1 setzen darf, so ist es moglich, die Integrale auszurechnen;
die Bedingungen #” =0 und y” = 0 werden dann:

L
(1) / 00s. ®ods — R sin. O, ,

0

&F
(2) / sin. ©, ds = d—R cos. 0",
J o




i

L
(3) “f ssin. @y ds = R Lcos. 07, ,

0

L
(4) [ $¢0s.0, ds = R Lsin. O,.
0
Die zwei ersten Bedingungen sind durch die Form der Spirale erfiillt; in der

That ist
L
/ c0s. © ds
0

die algebraische Summe der Projektionen der Curvenstiicke auf der X-Axe.

Es ist:
O0T—TQ+QM—-MV=0T—T0-0Q+-Q0+0M—M0—0V——0F
—O0V=Rsin®",.

Die Bedingung (2) wird ebenso durch die Form der Spirale erfillt. Die Glei-
chungen (3) und (4) geben mittelst partieller Integration :

o

L
= / s sin. © ds = R L ¢0s. ®", + Ly, = R Lcos. 6", ,
J o

L
f s cos. @y ds = R Lsin. ©”y — Lz, = RL sin. 0.
0

Die Glieder Ly, und Lz, verschwinden, wenn z,— 0 und Y, =0 41"

Der Schwerpunkt der Spirale muss in die Axe des Schwungrades fallen.

In der Praxis wird diese Bedingung von einer gewohnlichen Spirale ohne End-
curve fast erfiillt, wie aus dem folgenden Beispiele hervorgeht.

Die Radien der Halbkreise seien #1, #2, . . . .. r20; die Spirale habe somit
zehn Génge, der Verjingungsmassstab sei 4. Die Halbkreise r1, 75, . . . . . 719,
welche iiber der Axe liegen (Fig. 3), haben den gemeinschaftlichen Mittelpunkst ¢, ;
die Halbkreise 72, 74, . . . . . r20, unter der Axe liegend, sind von ¢z aus beschrieben.
Der erste Halbmesser misst r, = 37"",25; der zweite 7o = 4275 und so fort; der
Abstand 0: 02 beider Mittelpunkte betrigt demnach 5= 50.

Ich habe die Ordinate des Schwerpunktes S der Kreise mit ungeraden Zeichen
nach der Formel berechnet:
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201 P i ctmags
e A — 6252,33143,

ebenso findet man
ye = 65™2,61712 (Fig. 3).
Die Gewichte sind:
G = 2719,048, G2 = 2898,12; G = 5617,168.
Die dhnlichen Dreiecke O1 481 und O2 48> geben:
5,50

Y2 Y1 2
L g - = 619
e 0A4=00706194,

O1 A= 2,6793806 und «=87°3218",
2
S S = 5067,
Sm. o
S18:G2::8 8 :G, S1 8§ = 66,0747,
Sid =L A8—5 85— SiA— 36857
S o

Nun findet man, da 40 und A4S bekannt sind :

08 = 3"",68334 und A0S =91°21" 49" 5;.

Der Schwerpunkt der Spirale ohne Endcurve fillt also beinahe in die Axe des
Sch wungrades.

Die gesuchte Endcurve muss ihren Schwerpunkt in der Verlingerung von S0
haben; das Moment derselben ist durch das Produkt G- >< 0S8 bestimmt. Man zieht
nach dem Gefithle eine erste Curve, theilt dieselbe in kleine Theile ein, bestimmt von
jedem Theilchen den Schwerpunkt. Jedes Theilchen kann dabei entweder als Kreis-
bogen oder als gerade Linie behandelt werden. Durch 0 legt man eine Axe normal
auf 05, misst fir jeden Schwerpunkt die Hebelarme und berechnet die Momente.
Die algebraische Summe der Momente in Bezug auf 0.S muss null sein, dann liegt
der Schwerpunkt in der Axe 0S. Ist nun auch das zweite Moment der Endcurve
dem Produkte G><08 gleich, so geniigt dieselbe den gestellten Bedingungen.

Nach diesem Verfahren ist dic Endcurve bestimmt worden; als Probe sind die
Momente in Bezug auf die Axen X und Y berechnet worden; der Schwerpunkt hat
nun seine richtige Lage, wenn das Moment der Spirale und der Endcurve null oder
beinahe null ist.

Die Endcurve besteht :

1) Aus einem Kreisbogen von 57° der Radius betragt 147,25, er beriihrt den

Halbkreis 720 in der X-Axe und hat 0: als Mittelpunkt;
2) aus einem Kreisbogen von 92°, dessen Radius ist 71, er berithrt den ersten
Bogen;
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3) aus einer Tangente von 160== Lange;

4) aus einem Kreisbogen von 90° mit einem Halbmesser
die erwihnte Tangente.

Folgende Tabelle enthilt dic Momente:

gleich 65, er beriihrt

X -Axe.
Untere Seite. Obere Seite.
S e o et S e e
Moment der Spirale . . . 20684 Moment des Bogens 57 . . 9874
» des Bogens 90° ., 8678 = 3 5 020, . 14364
29362 o der Tangente . . . 5040
29278

Die Differenz 29362—29278 — 84 verschwindet gegen den Werth

der Momente
auf beiden Seiten der Axe.

Y- Axe.
Linke Seite. Rechte Seite.
= - - .
Moment der Tangente . . 10320 Moment der Spirale . . . 492
»  des Bogens 90° ., 10823 » des Bogens 57° . . 17782
21143 i 5 0ales. . 9736

21010
Die Differenz 21143 — 21010 = 133 ist auch gegen 21143 unbedeutend,

Schliesslich folgen noch einige Versuche, die von Herrn Philipps gemacht worden
sind, um die Richtigkeit der gefundenen Formeln zu erproben. Nach der Formel (3)
ist die Schwingungsdauer der Unruhe, wenn die Glieder Y1 — X 41 Vernachlissigt
werden konnen: s

AL
&= ' T

Theoretisch fand er fur die Schwingungsdauer einer Lepine-Uhr mit flacher
Feder 07,2015, fiir die Schwingungszahl wihrend einer Stunde 17865; die entspre-
chenden praktischen Werthe sind 0,7200 und 18000. Ein Chronometer des Herrn
Garnier mit schraubenformiger Spirale ergab theoretisch 17,244, beziehungsweise 2895
und praktisch 17,247, beziehungsweise 2887.

Das Gesetz der proportionalen Zunahme der Reaction der Spirale mit dem Ab-
lenkungswinkel ist auch bestitigt worden; die Spiralfedern mit theoretischer Endcurve
ergeben sehr gute Resultate, wie aus folgenden Tabellen hervorgeht.
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Spiralfeder mit theoretischer Endcurve.

Reduzirte Kraft

‘Winkel. | s (Vlf;iffn e vermittelst des Winkel-
‘ = 2 verhiiltnisses.
2215 | 1,538 1,5380
45 ‘ 3,076 1,5380
6712 | 4,611 1,5381
90 i 6,132 1,5375
135 \ 9,219 1,5384
180 | 12,286 1,5390
225 i 15,368 1,5390
270 ; 18,470 | 1,5417
Spiralfeder mit beliebiger Endcurve.
221, | 1,500 : 1,5000
45 | 3,002 ! 1,5027
671 | 4,489 ‘ 1,4963
90 5,967 | 1,4926
135 w 8,938 | 1,4902
180 ; 11,906 | 1,4893
225 | 14,866 1,4881
270 ‘ 17,872 ; 1,4907

Endlich kann die Unverénderlichkeit des Mittelpunktes der Spirale gezeigt werden,
wenn man nach (4) die neuen Kriimmungsradien berechnet und die Curve zeichnet.
dass selbst fir grosse Ablenkungswinkel der Mittelpunkt fast
gar nicht verschoben wird.

Es zeigt sich dabei,
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